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Otwarte Srodowisko aplikacji matematycznych SAGE
w (samo)ksztatceniu fizyczno-informatycznym

Zagadnienia kluczowe

Alternatywg dla postawy ,zarzadzanie wiedzg z sieci” (bez przyswojenia i wigczenia
nowych elementéw do posiadanej juz operacyjnej struktury wiedzy, np. matematyczno-
przyrodniczej), jest mozliwo$¢ potaczenia kompetencji matematycznych i informatycznych
(zaréwno uczacych sig, jak i nauczyciela [Klisowska, 2003]) oraz rozwigzan metodyczno-
dydaktycznych, upodobniajacych uczenie sie do procesu badawczego [Klisowska, 2013].
Podstawowg kompetencjq nauczyciela w rozwazanym zakresie powinna by¢ umiejetno$é
metodycznego powigzania stosowanych programéw komputerowych z elementami zaje¢
tak, by wspomagaty proces myslenia produktywnego uczacego sie [Adamczyk, 2008] oraz
jego rzeczywistq aktywnos$¢ na danym poziomie ksztatcenia (przyktady: [Kowalewski,
2014)).

Stymulatorem aktywizacji procesu dydaktycznego oraz determinantg przejscia od
statycznego przekazu (zaréwno stownego jak i e-medialnego) do ksztattowania w dziafaniu
i przez dziatanie moga okaza¢ sie otwarte zasoby narzedzi informatycznych nowej
generacji. Pakiety zawierajgce wypracowane wzorce i rozwigzania, umozZliwiajace
jednoczesnie tworzenie przez uczacych sie wiasnego $rodowiska zadaniowego (na miare
aktualnych umiejetno$ci, wiasnych zainteresowan i samoswiadomo$ci w zakresie
samoksztatcenia), moga wptynaé korzystnie na kompetencje kluczowe z matematyki
i informatyki.

Odpowiednio wybrane aplikacje — z dominantg na dziatanie w przestrzeni tresci
merytorycznych z fizyki lub innych nauk przyrodniczych [Francikowski, Kaczmarzyk, 2010]
- mogg przyczynic sie do zmian w sposobach wykorzystania TIK w ksztatceniu
[Nowoczesne..., 2014]. Istotne jest, by aplikacje takie umozliwiaty transformacje aktualnych
strategii ksztatcenia — w ktérych technologie informacyjne petnig funkcje wspierajacq
w ksztatceniu — z dominujacq funkcjg integracyjna. Okazuje si¢ to mozliwe (i to bez
znaczacych naktadéw finansowych) dzieki coraz bardziej popularnym pakietom typu open
source [What is..., 2014], np. takim jak SAGE [www.sagemath.org].



Srodowisko aplikacji matematycznych SAGE

SAGE jest przyktadem bezptatnego ,otwartego” oprogramowania matematycznego,
ktére (wypierajac powoli drogie programy komercyjne) zaczyna by¢ wykorzystywane nie
tylko w celach naukowo-badawczych, ale i w ksztatceniu [Topolewicz, 2012(b)]. Jest w petni
otwarty nie tylko pod wzgledem kodu, ale i metodologii rozwoju. Jako projekt integracyjny,
zbierajacy w jeden spojny pakiet caly szereg bibliotek oraz programéw pomocniczych,
jest dystrybucjg wielu darmowych pakietow [SAGE Components..., 2014] dedykowanych
zadaniowo: kazdy pakiet wykonuje dobrze to, do czego zostat utworzony (np. Matplotlib,
NumPy, Sage Notebook itp. — zob. Aplikacje). Poprzez dodawanie wspdinego interfejsu,
SAGE pozwala na bezkonfliktowa, kompatybilng wymiane wynikéw pomiedzy pakietami.

Kluczowym elementem, zapewniajacym spdjnoS¢ jest obiektowy jezyk
programowania Python [www.python.org], rozprowadzany na otwartej licencji. Otwarte
$rodowisko aplikacji matematycznych SAGE, w kitorym wiedza matematyczna zostata
obudowana wokoét interpretera Pythona, jest doskonaly alternatywg otwartoZrédtows dla
takich programéw, jak Mathematica, Maple czy Matlab. Interaktywna powtoka (interactive
shell) Pythona — IPython [ipython.org] — potrafi wykonywa¢ dowolne polecenia w tym
jezyku, np. moze wylicza¢ jakiekolwiek wyrazenia matematyczne, przypisywa¢ pewne
wartosci do zmiennych, ktore sg pamietane tak ditugo, jak dtugo powtoka jest uruchomiona.
Ta funkcjonalnos¢ interaktywnej powfoki decyduje, Zze IPython jest wykorzystywany
w obliczeniach numerycznych, wykonywanych np. przy uzyciu bibliotek: SciPy, SymPy,
Matplotlib, Pandas itp. (zob. Aplikacje), z ktérymi si¢ bardzo dobrze integruje [Topolewicz,
2012(a)]. Co wazne, moze réwniez wykonywaC obliczenia symboliczne, jak tez np.
zatadowac jakis zupetnie zewnetrzny modut.

W odr6znieniu od innych jezykow programowania, w jezyku Python — import — jest
instrukcja. Oznacza to, ze moze by¢ uzyta nie tylko na poczatku, ale w dowolnym miejscu
programu, w szczegoinosci — moze by¢ czescig instrukcji warunkowej (przyktad, zapisany
w catosci w Pythonie, przedstawiono na rysunku 1).



1 Fragment kodu

To jest fragment kodu realizujgey proste calkowsnic funkeji f{r) = 2in(r) metods Monte Carlo.

W ponizzym kodeie mogna zauwazy ¢ dwa sposoby importowanis metod = danego modolu: importowanie
konkretne] metody lub importowanie wezystkich funkeli danego module. W kolejoyeh wierszach mamy
preypisanie wartoéci do zmiennej (Python sam ckreéla typ zmiennej).

Nastgpnie typowa konstrukcja petli for, funkcja range generuje listg liczb calkowitych od 1 do tteracye.
Po dwukropku zaczyna sig (weigte o 4 spacje - to standard w Pythonie) kod wykonywany w petli - losowanie
wapdtrzednych punktu (r, v} oraz obliczana jest wartosé funkeji sin(x) dla wylosowane] wepolrzedne].

Kolejoym krokiem jest instrukejs warunkows i f - program sprawdza, czy wylosowana wapdlrzodna y jest
réwns lub mniejsza ni y obliceone - wiedy do sumy dodawane jest jeden. Ta funkejs réwnies koficey sig
dwukropkiem, a wykomywans zawartodé jest weigta w stosunku do 1 f.

Nastgpnie wypisujemy oblicrone pole jako stosunck liceby trafied do catkowitej liczby strzaléw pomnogony
przez pole obejmujace funkejg #in(x) (funkeja n{) poewala na otrzymanic numerycznege prayblifenis Hoeshy
7). Powyzej znajduje sig tet obliczona snalitycznie calks _II:J" ain|r)dr

import random

from zage.symbolic.integration.integral import defimite_imntegral
sum = 0

iteracje = 100000

for 1 in range(l,iteracjel:

r_random = random.uniform(0,pi)

y-random = random.uniform(0,1)

y-calculated = sin{x_random)

if y_random <= y_calculated:

sum = sum+l

print "Warto dok adna: " + str(definite_integral {sin(x},x,0,pi))
print "Warto obliczona metod Monte Carle: " + stri{(sum/iteracjel*n()

Pil)

Wartodé doktadna: 2
Wartosé cbliczona metodg Momte Carle: 2.00216841405831

Rys. 1. Fragment kodu w jezyku Python
Zrodto: opracowanie wlasne (wygenerowano 10.06.2014)

Umozliwia to wykorzystanie implementacji (w formie kodoéw zrédtowych procedur
badz programéw) zawartych w poszczegéinych pakietach. Na przyktad implementacje
szeregu procedur numerycznych, jak: rozniczkowanie, catkowanie numeryczne, algorytmy
rozwigzywania réwnan rozniczkowych, algorytmy z algebry liniowej, funkcje specjalne,
narzedzia do programowania réwnolegtego i wiele innych, uzytecznych do obliczen
naukowych (fizycznych, inzynieryjnych) zawarte zostaty w pakiecie SciPy. Pakiet tworzg
moduty implementujgce konkretne procedury matematyczne czy graficzne (rysunek 2).
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Rys. 2. Oficjalna strona z pakietem SciPy
Zrodto: http://www.scipy.org/

,Pythonowe” skrypty i aplikacje przydajg sie nie tylko do zamknietych projektow
w zastosowaniach naukowych, inzynieryjno-obliczeniowych czy finansowych, gdzie
potrzebne jest przetwarzanie danych i generowanie wykreséw, zestawien (np. z arkuszy
Excela [www.python-excel.org]). Python wykorzystywany jest do tworzenia dynamicznych
stron oraz serwisow internetowych, aplikacji desktopowych dziatajgcych na komputerach
uzytkownikéw (wliczajac w to takze gry [Invent..., 2014]). Mozna go takze wykorzystywaé
w aplikacjach sieciowych czy skryptach, np. generujacych zestawienia i raporty. Uzywany
jest jako wszechstronny jezyk programistyczny, a jego zastosowanie do tworzenia
réznorodnych aplikacji (np. dla serwisow spotecznosciowych czy WWW dziatajgcych
w chmurze) czyni go tez atrakcyjnym z edukacyjnego punktu widzenia [Online Python...,
2014]. Swiadcza o tym zrealizowane krajowe projekty, jak np. PPCG [Projekt..., 2014], iCSE
[Nowoczesne..., 2014], czy subprojekt TI: Programowanie z Pythonem [TI:
Programowanie..., 2014] zrealizowany w ramach projektu Fizyka wobec wyzwan XXI w.
[fizykaxxi.fuw.edu.pl]. W sieci dostepne sg liczne e-przewodniki (np. [Invent..., 2014],
[Dokumentacja..., 2003], [Malinski, 2008]) i kursy (np. [Google's..., 2014], [TI:
Programowanie..., 2014], [Zanurkuj..., 2014]), tematyczne blogi oraz biblioteki tworzone
zaréwno przez profesjonalnych programistéw, jak i pasjonatéw (np. projekt PPCG (Polish
Python Coders Group) Stowarzyszenia Polska Grupa Uzytkownikéw Pythona [Projekt...,
2014)).

Jako warstwa odpowiadajaca za integracje $rodowiska aplikacyjnego réznorodnych
modutdéw, komponentéw oraz samodzielnych programéw, Python ma za zadanie
zapewnienie spojnej semantycznie wymiany komunikatow oraz poprawnego dziatania
wszystkim tym elementom, a w efekcie: udostepnienie synergicznej funkcjonalnosci
— wigkszej, niz w przypadku niezaleznego korzystania z poszczegdlnych modutéw czy
programow.



Konwersja wymienianych danych do ujednoliconych struktur komunikatéw stanowi
swoisty tester jakosci. Okazuje sie, ze Python to stosunkowo proste narzedzie, ale
z doskonatg obstugg btedéw. Posiada niejako wbudowany mechanizm testowania
napisanych przez uzytkownikéw metod — na zasadzie: wpisujemy wywotanie metody
z odpowiednimi parametrami i oczekiwany wynik, a Python informuje o btedach. Mechanizm
ten uzywany w komentarzach, bedacych dokumentacja programu (tzw. docstring) jest tatwy
do stosowania. Cata dokumentacja Phytona oraz SAGE zostata wygenerowana za pomocg
(napisanego w réwniez w Pythonie) programu Sphinx [sphinx-doc.org]. Ten przyjazny dla
uzytkownika, funkcjonalny system tworzenia dokumentaciji dla projektow w jezyku Phyton
pozwala na wygenerowanie jej w réznych formatach (np. HTML, LaTeX, epub), jak rowniez
umozliwia przeprowadzenie testowania kodu zrédiowego [Topolewicz, 2012(c)].

Dostep do kodu zrédtowego i mozliwos¢ jego testowania to istotne atrybuty
otwartego oprogramowania (chodzi przede wszystkim o to, by dodawane nowe kody
nie popsuty wczesniejszych oraz, by nie rozwija¢ kodu, ktéry nie wspotdziata z istniejgcymi
juz kodami). W przypadku aplikacji SAGE mamy do dyspozycji jeszcze inne moduly do
testowania kodu: np. UnitTest — modut samego Pythona do testéw jednostkowych (np. klas,
czy tez metod). SAGE wykorzystuje testy do zapewnienia wysokiej jako$ci kodu (np. zmiany
w kodzie nie wprowadzajg kolejnych btedéw, a jesliby sie to przytrafito, to testy
- przynajmniej w cze$ci — to wylapujg). Nadmienmy, ze otwarte oprogramowanie oznacza
zwiekszone bezpieczenstwo — poniewaz kod zrodiowy jest wystawiany na widok publiczny,
jego uzytkownicy sprawdzajg go z ekstremalng doktadno$cia. Btedy sg natychmiastowo
wykrywane i poprawiane. Skutkuje to stosunkowo wysokq niezawodnoscig aplikacji open
source w poréwnaniu do zamknietych, wtasnoSciowych programéw. Otwarty kod oznacza
rowniez nieograniczone mozliwosci rozbudowy i dostosowywania do potrzeb, a takze
integracji z innymi rozwigzaniami (wykorzystujgc $rodowisko SAGE mozna uzyskac¢ dostep
do zainstalowanych programéw komercyjnych, jak np. Mathematica, Matlab czy Maple).

Implikacje metodologiczno-metodyczne

Z dydaktycznego punktu widzenia — wykorzystanie testow do testowania kodu
zrodtowego pozwala na ksztatcenie informatyczne studentéow w zakresie tzw.
programowania zwinnego (Agile software development). Cze$cig metodologii Agile jest tzw.
,programowanie oparte na testach” (test-driven development), metodyka za$ oparta jest na
zdyscyplinowanym zarzadzaniu projektem, ktore zaktada czeste inspekcje wymagan
i rozwigzan wraz z procesami adaptacji (zaréwno specyfikacji, jak i oprogramowania).
W mysl jednej z podstawowych wartosci, na ktorych bazujq metodologie Agile: reakcja
na zmiane ponad realizacje planu [Rycharski, 2010] - strategie dziatania mozna ujgé
schematycznie: wpierw definiujemy problem, piszemy testy, ktdre powinny zostaé spetnione,
nastepnie przeprowadzamy taki iteracyjny proces:

TEST — POPRAWIANIE PROGRAMU — KOLEJNY TEST itd.

Test powinien by¢ prosty, implementujacy funkcjonalnos¢, z uporzadkowanym
kodem (tak, by w wyniku wprowadzania zmian w projekcie/programie funkcjonalno$¢
zasadniczo nie ulegata zmianie).



Dla refleksyjnego umystu, uzyskany wynik, nie powinien by¢ czym$ ,samym w sobie”
ostatecznym, lecz elementem danym do przetwarzania, réwniez mentalnego przez mysl,
ktéra nada mu okreSlony sens oraz interpretacje: fizyczng, aplikacyjng (a nawet
metodologiczng lub filozoficzng). By¢ moze dzieki takim éwiczeniom uda sie — przez
analogie — zredukowac zbiory zawitych probleméw (wynikajacych z dynamicznego rozwoju
$wiata fizycznego badz z réwnie dynamicznego rozwoju cywilizacji) do prostszych, tatwiej
interpretowalnych  zaleznosci. Takie nastawienie pozwala zasadniczo przeobraza¢
koncepcje ,wyniku koricowego” (jako konkretnej liczby, wykresu czy aplikacji) w orientacje
na dynamiczny charakter procesu: zmienno$¢, stawanie sig, prawidtowosci, powtarzalno$é¢
oraz inne atrybuty — uniwersalny charakter procedur i jezyka. Jak wida¢ przypomina to
bardzo proces badawczy (chociaz fizycy nie testujq programéw, lecz badajg rzeczywistosé
fizyczna).

Poznanie uwarunkowan zmian jako$ciowych we wspotczesnym ksztatceniu fizyczno-
informatycznym domaga sie poszukiwania sposobéw i metod ozywiania tacznosci miedzy
studentem (uczniem) a ksztatceniem matematycznym. Z tego tez wzgledu otwartozrédtowa
aplikacja matematyczna SAGE moze sprzyja¢ integracji miedzyprzedmiotowej w zakresie
fizyki i informatyki — nie tylko merytorycznej, ale i metodologicznej. Tak Swiadomie
ukierunkowana modyfikacja dziatan dydaktycznych, ktérych celem bedzie integracja
przedmiotow kierunkowych z metodami komputerowymi, moze przyczyni¢ sie do wzrostu
aktywnosci poznawczej i badawczej uczacych sie poprzez realizacje strategii nauczania-
uczenia sie problemowego z wykorzystaniem Tl [zob. Klisowska, 2003, s. 119-120].

Znaczenie matematyki w fizyce, astronomii, inzynierii, ekonomii czy informatyce oraz
rosnacy udziat tej dyscypliny (np. dzieki mozliwosci modelowania i symulacji) w rozwoju
i postepie dyscyplin, w ktdrych modelowanie matematyczne zaczyna by¢ stosowane
na szerokg skale (np. biologia, ekologia, fizjologia, epidemiologia, ochrona $rodowiska,
socjologia czy psychologia), implikujg warunek konieczny stosowania takich narzedzi
matematycznych, ktére utatwig integracje metod i $rodkdw (przy réwnoczesnej minimalizacji
kosztdw ksztatcenia, np. dzieki darmowym zasobom aplikacyjnym). SAGE dysponuje
wieloma sposobami wizualizacji funkcji matematycznych, zaréwno jednej zmiennej, jak
i dwdch zmiennych. Mozna réwniez przedstawia¢ na wykresie funkcje parametryczne
(dla ktérych wspotrzedne danego punktu na wykresie sg funkcjg pewnego parametru),
wizualizowaé wyglad macierzy, a nawet pol wektorowych. Jest to niezwykle istotne (nie tylko
z punktu widzenia fizyka-badacza) — w ksztatceniu fizyczno-informatycznym umozliwia
réznicowanie toku zajec.

W fizyce niejednokrotnie parametry danego modelu sg wyznaczane za pomocq
rozwiniecia funkcji uktadowej w szereg Taylora. Przykfad implementacji w SAGE dla tego
zagadnienia przedstawiono w formie zrzutu zapisu kodu (rysunek 3), a wygenerowane
przyktadowe wykresy powstate w wyniku modelowania i symulacji zebrano na rysunku 5.



1 Szereg Taylora

Deckorator Ginteract pozwals na stworzenie interaktywoyeh wykreséw 1 obliczes:

var(’z')
W =10
f = gin(x}*a (-1}

P plot(f,-1,5, thickness=2)
dot = point ({x0,f(x=x0)}),pointsize=80,rghcolor=(1,0,0)}
finteract
def _(order=(1..12)):
ft = f. tayler(x,x0,order)
pt = plot{ft,-1, 5, color="green’, thicknesz=2)
html (*F£(x) ;=Y ;% Nlatex (£))
beml {*F\hat{f}(x;¥alh ;=\ ;He+t\mathcal {0 (x~{%e}) ' %(x0,latex (£t} ,order)
+1})
show (det + p + pt, ymin = -.§, ymaxr = 1)
x

W powyiszym kodzie f to funkejs, ktdrs aproksymujemy seregiem Taylora w punkeie xg, p to wykres toj

funkeji, dot to obickt prafimny - czerwons kropks, natomiast pt to ziclony wykres funkeji ft - wiclomianu
Taylora

Rys. 3. Przykfad implementacii
Zrodto: opracowanie wiasne (wygenerowano 10.06.2014)
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Rys. 4. Widok wynikéw modelowania i symulacji — zrzut ekranu programu SAGE

Zrodto: opracowanie wlasne (wygenerowano 10.06.2014)

Publikacja ksigzkowa uniemozliwia dynamiczng prezentacje aplikacji, ktéra moze
zosta¢ zaprezentowana podczas referatu aplikacyjnego lub w e-publikacji. Utatwieniem jest
to, ze SAGE moze dziata¢ na danym komputerze (dostepny przez przegladarke lub powtoke
IPython), na serwerze (dostepny przez przegladarke lub linie komend), w bezptatnej
chmurze SAGE Cloud [https://cloud.sagemath.com/]. SAGE Cloud umozliwia prezentacje
online wykonanych projektéw bezposrednio z profilu autora. Przyktadowy zrzut ekranu

przedstawiono na rysunku 5. (wiecej przyktadow wiasnych: [Topolewicz, 2014]).
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Rys. 5. Projekt ,Szereg Taylora” zrealizowany w bezptatnej chmurze SAGE Cloud
Zrédto: opracowanie wiasne (wygenerowano 10.06.2014)

Zalew obrazowo$ci osfabia zdolno$¢ widzenia, ale dynamiczne wygenerowanie
wykresu pobudza intelektualnie i emocjonalnie. Opisanie $wiata w takiej perspektywie
staje sie istotnym czynnikiem pozwalajacym fizykom na zrozumienie zjawisk i proceséw;
uzyskane efekty wywotuja wrazenia estetyczne, rozbudzajq ciekawo$¢ (,jaki obraz
uzyskamy, gdy...” itp.) i kreatywno$¢ (zréznicowang w zaleznosci od zainteresowarn). Celem
staje sie dgzenie do zrozumienia rdznorodnych ekspresji, bedacych elementami zmienne;j,
dynamicznej cato$ci, ktérej wyrazem jest wykres. Dzigki atrakcyjnosci wizualnej wykreséw
przestrzennych (w 3D) grafika komputerowa stata sie kolejng dyscypling artystyczna.
Preferowany w ksztatceniu w zakresie nauk Scistych tok poznawczy, problemowy czy
praktyczny — moze zosta¢ wsparty tokiem eksponujgcym, poruszajacym sie w sferze odczué
i emocji. Wizualna (w tym réwniez estetyczna) strona tego, co wydaje sie zbyt trudne
teoretycznie, moze wptywa¢ na zmiang postaw w odniesieniu do nastawienia wobec
przedmiotdw ksztatcenia oraz wiasnych dziatan — samoksztatcenie staje sie przygodg
intelektualna, sposobem relacji spotecznosciowych w sieci (fora, grupy sympatykéw) oraz
poza nig (spotkania, warsztaty, konferencje pasjonatow [zob. http://pl.pycon.org]).



Podsumowanie

SAGE to $rodowisko algebry komputerowej, ktére taczy w sobie wiele istniejacych

pakietow matematycznych w jedno $rodowisko. SAGE oferuje Python jako podstawowy
jezyk Srodowiska, szereg modutéw matematycznych (np. algebra liniowa, kombinatoryka,
analiza matematyczna, teoria graféw, statystyka), udostepnia rézne wykresy, umozliwia
modelowanie i wizualizacje (w 2D, 3D), zapewnia integracje z innymi, komercyjnymi,
pakietami matematycznymi.

W perspektywie integracji ksztatcenia informatyczno-fizycznego za pozytywng oceng

Srodowiska aplikacji matematycznych SAGE przemawiajq takie czynniki, jak:

otwarto$¢ (pod wzgledem dostepu do kodu zrédiowego, ale i metodologii rozwoju);
funkcjonalno$¢ i elastycznosé (mozliwos¢ modyfikowania, dodawania nowych funkci,
dostosowywania do potrzeb projektu, poprawiania bteddw);

spojnos¢ (dziatanie w oparciu o jeden z najlepszych jezykow programowania — Python);
kompatybilno$¢ (uczac sie dziata¢ w SAGE, uczymy sie jednoczesnie jezyka Python);
redukcja czasu implementacii (typy w SAGE, jak i w Pythonie, sg dynamiczne i mozna
miedzy nimi dokonywaé konwersji);

gotowe komponenty i rozwigzania (SAGE zawiera mnostwo bibliotek z réznych dziedzin
matematyki, mozna tez wykorzysta¢ kazda biblioteke Pythona);

notatniki (notebook) bazujg na IPython; moga zawiera¢ tekst (HTML lub Markdown),
wzory w LaTeX'u i obliczenia;

dwa interfejsy oferowane do wyboru: konsolowy i przegladarkowy;

moze dziata¢ na danym komputerze, na serwerze lub w bezptatnej chmurze SAGE
Cloud;

integracja (w SAGE mozemy uruchomié réwniez instancje programéw komercyjnych);
aspekt prawny i finansowy: SAGE to $rodowisko oprogramowania open source

na licencji GPL, wolne od optat za program i jego uzytkowanie.

Aplikacje [dostep 15.06.2014]

IPython. Interactive computing. http://ipython.org/

Matplotlib. Python 2D plotting library. http://matplotlib.org/

Pandas. Python Data Analysis Library. http://pandas.pydata.org/
Plotly Python API. https:/Iplot.ly/python/

Python. https://www.python.org/

Python-Excel. http://www.python-excel.org/

SAGE Notebook. http://nb.sagemath.org/

SAGE: open-source mathematics software. http://lwww.sagemath.org/
SciPy. http://www.scipy.org/

Sphinx. Python Documentation Generator. http://sphinx-doc.org/
SymPy. Python library for symbolic mathematics. http://sympy.org/
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